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ABSTRACT 
Le but de cet article est d’expliciter la structure de la dupliquee dune algebre. 
On montre que, sur un corps commutatif K, si la sous-algebre A2 dune K-algebre A 
est une algebre ponderee, une T-algebre ou une algebre genetique, alors la dupliquee 
D(A) de l’algebre A est respectivement, une algebre pond&Be, une T-algebre ou une 
algebre g6nCtique. Une application de ce resultat montre que, en caracteristique 
differente de 2, la dupliquee de toute algebre de Bernstein est une algebre gCn6tique. 
E&n, sur un anneau commutatif K B BlCment unite, si A est une K-alg&bre telle que 
le K-module A2 soit projectif et si A = A2 alors les algebres de Lie des derivations 
(resp. les groupes d’automorphismes) de A et de D(A) sont isomorphes. 
This paper concerns the duplication of an algebra in connection with 
Etherington’s theorem. 
1. DUPLIQUEE D’UNE ALGEBRE 
Soient K un anneau commutatif B 616ment unit& A une K-algbbre 
commutative non n6cessairement associative ni ayant un C16ment unit6 et 
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S;(A) la seconde puissance symetrique du K-module A (cf. [4]). Considerons 
la surjection K-lineaire canonique A+ A + S;(A), x8y * x. y O?I x * y 
designe le produit symetrique de x par y, avec X, y dans A. La multiplica- 
tion (x. yXx’* y’) = xyer’y’ [resp. (x8 yXx’8 y’> = xy@r’y’l avec x, y, x’, y’ 
parcourant A, d&nit sur S;(A) [resp. ABKAl une structure de K-algebre 
commutative (resp. non commutative) appelke le dupZiqu&e commutative 
(resp. non commutative) de A. La dupliquee de A, commutative ou non 
commutative, est notee D(A). Toutefois, si une assertion n’est vraie que pour 
l’une de ces dupliquees, ceci sera precise. I1 existe bien sQr, des propriCt&s 
vraies pour la dupliquee non commutative qui ne le sont pas pour la 
dupliquee commutative (cf. paragraphe 8). 
L’application K-lineaire p : D(A > + A2 definie par x. y * xy est un 
morphisme surjectif de K-algebres et si N(A) d’ ‘g esi ne son noyau, on a un 
isomorphisme de K-algebres D(A)/N(A) z A2. De plus, D(A)N(A) = 
N(A)D(A) = 0. 
Si A2 est un K-module projectif, la suite exacte de K-modules 
0 + N(A) + D(A) $A’-+ 0 
est scindee, c’est-a-dire, il existe une application K-lineaire 7,~ : D(A) + A2 
telle que I_L 0 7 = id**. On a ainsi une application K-bilineaire cp : A” X A” + 
N(A) definie par (z, y>‘-, ran- I qui jointe a la condition 
D(A)N(A) = N(A)D(A) = 0 nous permet de definir sur le produit 
D(A) =A2 X N(A) 
s.d. 
(sd. pour semi-direct) une structure d’algkbre donnee par (x, x’xy, y’) = 
(xy,cp(x, y)) pour r, y parcourant A2 et x’, y’ parcourant N(A). Autrement 
dit, D(A) est une extension de l’algebre A2 par le A2-bimodule trivial N(A) 
et 9 en est son “factor set” (cf. 161). 
Ceci nous permet d’enoncer le resultat suivant (cf. [7]): 
TH~OR~ME 1.1 (Theo&me d’Etherington). Soient K un unneuu commu- 
tutif ci e’lkment unite’ et A une K-alg&bre telle que l’ide’al A2 de A soit un 
K-module project$ Alors 
est un produit semi-direct d’ulgt%es. 
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Nous montrerons ici que les proprietes de l’algebre D(A) sont induites 
par celles de A” plut& que de l’algebre A comme cela apparaissait jusqu’alors 
dans la litterature. 
Dans les paragraphes 2 et 3, K sera un corps commutatif et toute algebre 
sera commutative de dimension finie sur K. D’autre part, les theorbmes 5.4 
et 6.1, enon& dans le cas de la dupliquee commutative, s’etendent au cas de 
la dupliquee non commutative. 
2. ALGEBRES GENETIQUES 
Soit A une K-algebre. On note, pour a dans A, R,: A + A, x * xa, la 
multiplication a droite par a et R(A) l’ensemble de toutes les multiplications 
a droite. L’algebre enveloppante de I’ensemble {I] U R(A), ou I est I’applica- 
tion identite, est appelee l’algdbre des transformations de A et est notee 
T(A). Chaque element T de T(A) peut s’ecrire sous la for-me T = (YI+ 
f(R,l, RX%,. . .) avec CY dans K, les xi dans A, ou f est un polyn6me. 
On dira qu’une K-algebre A est pond&&e s’il existe un morphisme non 
nul d’algebres o : A --, K. On d&nit les puissances principales rk dun 
element r de A par x1=x et rk=rkelr, k=2,3,.... Une K-algebre 
ponderee (A,w) est dite T-alg&re si les coeffkients de son equation rang 
ne dependent de x qu’a travers son poids o(x), c’est-a-dire, qu’il existe 
des constantes PI, . . . , /3_1 dans K telles que rr + /?ro(r)x’-’ 
+ . . * + pr_rw(x)‘-rx = 0, pour tout x dans A. Le plus petit entier r sera 
appele le rang de A. Une K-algebre pond&e (A, w) est une alg2bre 
g&&ique (au sens de Schafer) si les coefficients de la fonction caractkstique 
(AI - TI de T = al + f(R,,, RX2,. . . ) ne dependent des xi qu’a travers leurs 
poids &xi) (cf. [14]). 
LEMME 2.1. Soient A me K-a@bre et D(A) sa dupliqutfe. Si la sous-K- 
alg8bre A2 est pond&e ah D(A) est pond&r&e. 
Soit o : A2 -+ K une ponderation de A2. Le morphisme compose 
necessairement non nul, est une ponderation de D(A). 
TH$O&ME 2.2. Soit A une K-alg&re telle que A2 soit une T-alg&re de 
rang r. Alors D(A) est une T-algkbre de rang au plus r + 1. 
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Comme A2 est une T-algebre de rang r, il existe des scalaires PI,. . . , /3,_ 1 
dam K tels que xr +p,w(x)xr-’ + .*. +~,_~w(x)~-‘x = 0, pour tout x 
dans A”. Soit y dans D(A). Puisque ,~u(y) est dans A” alors [p(y)]‘+ 
/3pJ(/.L(y)X&/)lr-’ + . *. + /3_1~(p(y))r-‘p(y) = 0. Mais F &ant un 
morphisme d’algebres, on a p(yr + /3,0’(y)y’-’ + . . . + p,-,~‘(yY-‘y)= 
0, i.e., le crochet est dans N(A) et comme D(A)N(A)= 0 alors yT+’ + 
P,w’(y)y’ + . *. + /3_,~‘(y)~-~y~ = 0, pour tout y dans D(A). Ainsi D(A) 
est une T-algebre de rang < r + 1. 
TI&OREME 2.3. Soit A une K-algBbre. Si A” est une algt?bre gthne’tique 
alors D(A) est une alg2bre g&&que. 
Soit A une K-algebre de dimension n. On a dim, D(A) = $n(n + 1) et si 
dim,N(A)=m alors dimKA2=in(n+1)-m==. Soit y=r+u dans 
D(A), avec x dans A2 et u dans N(A). On note R: la multiplication a 
droite par y dans D(A). On a R,T(z + u> = (z + UXX k U> = zx + &,x) = 
(RF + gxxz), ou Rz est la multiphcation a droite par x dans A” et g, : A” + 
N(A), .z ++ (p(z) X> est une application K-lineaire. Par consequent, dans une 
base de D(A) = A”@N(A) la matrice de Rz est de la forme 
ou Rf et g, sont des matrices p X p et m X p respectivement. Alors, pour 
tout polynbme f, on a 
f(Ry*,,R:*,-. I=( f R:,,R’&.) 0 
* 0 
quels que soient yi = xi + ui avec xi dans A2 et ui dans N(A). 
Soit T*=cuI*+f(R~,,R~~,...) un element de T(D(A)). De ce qui 
precede, il vient que /AZ* - T*] = (A - cx)“‘l(h - a>1 - f( Ry,, R:,, . . . >I = 
(A - cu)“‘[AZ - ToI oh To = al +f(R:,, Rz2,...) est dans T(A2> et Z est la 
matrice identite de A2. Ainsi, du fait que I’algbbre A2 est genetique, la 
fonction caracteristique de T* ne depend des yi qu’a travers leurs poids 
I’ = W(/-L(yi)) = w(x<). D one D(A) est une algebre genetique. 
En fait, cette demonstration est due a Schafer (cf. [14, th6orkme 3]), mais 
dans son thkor&me il avait suppose que A est une algebre genetique. 
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Une K-algkbre pond&e (A, w) est une T-alg&re sphciale si N = Ker(o1 
est nilpotent et les sous-algebres N k, definies inductivement par N’ = N, 
Nk = NN k- ’ pour k > 2, sont des ideaux de A. 
Toute T-algbbre speciale est une algebre genetique (cf. [14, theorbme 211.. 
3. ALGEBRES DE BERNSTEIN 
Une K-algebre commutative ponderee (A, o) est une alg&hre de 
Bernstein si (x”)” = w(x>“x”, pour tout x dam A (cf. [B]). En caractdristique 
differente de 2, toute algebre de Bernstein A admet la decomposition de 
Peirce A = Ke@IJ@V, oti e est un idempotent non nul de A, U ={x]x E A, 
ex = $1, V= {xix E A, ex = O} et les composantes U et V sont reliees par les 
relations U” c V, W c U, V’ E U, W2 = 0 (cf. [12], [16] ou [17]). 
Une algebre de Bernstein A est dite nuclhaire si A” = A, ce qui equivaut 
B V = V2, pour tout choix de l’idempotent e dans A. Pour toute algebre de 
Bernstein A, la sous-algebre A2 est une algebre de Bernstein nucleaire. 
Dans [ll], les Auteurs ont demontre que pour toute algebre de Bernstein 
nucleaire A, l’annulateur de N = Ker(w), Ann(N), est un ideal de A avec 
V2 G Ann(N) et (uv,)va +(uv,)u, est dans Ann(N), quels que soient u dans 
U et ~i,~s dans V. Si (A,w) est une algkbre de Bernstein, B une K-algbbre 
quelconque et f : A + B un morphisme non nul d’algkbres, alors (f(A), w’) 
est une algebre de Bernstein avec o’(f(r>> = w(x), pour tout x dans A et 
3 = Ker(o’) = f(N). 
TH~OR~ME 3.1. Soit K un corps commutatif de caractkistique dijjhente 
de 2. Toute K-alg;bre de Bernstein nucl~aire est une T-algdbre spe’ciale 
satisfaisant Z’6quation x4 - &(x)x” + $(x)‘r’ = 0. 
Soit A une K-algebre de Bernstein nuckaire. Considerons l’algebre de 
Bernstein quotient B = A /Ann(N). Alors, pour tout X dans B, on a X3 - 
w’(X)?” = 0, oti w’: B + K est une ponderation de B, i.e., si n- : A + B 
designe le morphisme canonique de K-algebres de Bernstein alors w’(rr(x>) 
= w(x), pour tout x dans A (cf. [ll, theorkme 3.11). D’apres un resultat dB B 
Abraham (cf. [l]), toute T-algebre de rang < 3 est une T-algebre speciale. 
Par consequent B est une T-algebre speciale, done 3 = r(N) est nilpotent, 
i.e., il existe un entier k > 2 tel que Nk = 0. Comme r est un morphisme 
d’algebres, on a [rr(N)lk = a(Nk) = 0 done Nk G Ker(r) = Ann(N) soit 
Nk+’ = 0. Puisque N est nilpotent, A est une T-algitbre speciale (cf. [16, $3, 
proposition 11). Soit maintenant x dans A. On a [r(x)13 - o’(rr(~))[rr(r)]’ = 
77-1x3 - w(r)r2] = 0, done x3 - o(r )x2 E Ann(N), pour tout x dans A. Soient 
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A = Ke@U@V la decomposition de Peirce de A relative B un idempotent 
e et x = o(x>e + u + o un element de A. On a x3- w(~)x~ = 
- $o(x)02 + u2u +2(uu)u dans U et [x3 - o(x)x”]x = w(x)e[x3 - w(x)x2J 
+(u + u)[x3 - o(x)x21 = w(r)e[x3 - o(x)x21 = $(x)[x3 - w(x)x21, done 
x4 - $&r>x3 + ~w<x)~x~ = 0, pour tout x dans A. 
La premiere assertion du th6oGme 3.1 est due B Odoni et Stratton (cf. 
[ll]). Le theoreme lui-m&me generalise le theoreme 1 de [8]. 
THI~OR~ME 3.2. Si K est un corps commutatt,f de caracthistique da@- 
rente de 2 et (A, w> une K-algsbre de Bernstein, la dupliquhe de A est une 
algabre gh%ique v&i$ant l’hquation x5 - $.I(x)x~ + $(x)2x3 = 0. 
Si (A, w) est une algirbre de Bernstein, la sous-algebre A” est de 
Bernstein nucleaire. D’apres le theoreme 3.1, I’algebre A2 est une T-algebre 
speciale done une algebre genetique. Le theoreme 2.3 nous dit alors que 
D(A) est une algbbre genetique. La demiere assertion du theorbme decoule 
du theoreme 2.2. 
On peut se demander si le theoreme 3.2 peut &re amClior6. La remarque 
qui suit nous laisse peu d’espoir. En effet, I’algebre zygotique Z(n + 1,2) de 
l’heritage mend&lien simple est une algebre de Bernstein satisfaisant l’equa- 
tion x3 - 0(x)x2 = 0. Sa dupliquee, I’algebre des couples (en anglais: “copu- 
lar algebra”) n’est ni une algebre de Bernstein, ni une T-algebre speciale. 
4. DUPLICATION ET EXTENSION D’ALGEBRES 
I1 se pose ici le probkme suivant: si d designe une classe d’algebres et si 
A est une algebre quelconque, ?I quelles conditions la dupliquee de A 
appartiendra-t-elle B 1? 
On a vu (cf. 1) que D(A) est une extension de l’algebre A” par le 
A2-bimodule trivial N(A) et que l’application bilineaire cp : A2 X A2 * N(A), 
(x, y) * +x)~(y)- $xy) est le “factor set” de l’extension. 
LEMME 4.1. Soient B une classe d’algdbres et A une K-alg&re o& K est 
un anneau commutatif ii e’lthnent unite’. L’algBbre D(A) est dan.s d si et 
seulement si l’alg&re A2 est dans L et cp est un 2-cocycle d.e A2 b 
coefficients duns N(A) (cf. [6]). 
Examinons ceci sur quelques classes d’algbbres. 
(i) Alg&res Associatives 
Une algebre est dite associatiue si elle verifie x( y.z> = (xy)z. La condi- 
tion de 2-cocycle est don&e par xh(y, I;)+ h(x, yz)- h(x, y)z - h(xy, z) = 0. 
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Done, pour une algebre A, l’algebre D(A) est associative si et seulement si 
A2 est une algebre associative et cp(x, yz) = cp(xy,z), quels que soient x,y,z 
dans A2. 
TH~OR~ME 4.2. Soient K un corps commutatf, A une K-algsbre de 
dimension finie et D(A) sa dupliqutfe. Si dimx A2 = 1 alors D(A) est associa- 
tive . 
L’hypothese dim. A2 = 1 entraine que la sous-algebre A2 est associative. 
De plus, de la bilinearit de cp, il vient que cp(r, yz) = cp(xy,z), quels que 
soient x, y, z dans A2. 
(ii) Alg&res de Jordan 
Une K-algebre est dite de Jordan si elle verifie ry = yr et r2(yr) = 
(x2y)x. La condition de 2cocycle est don&e par h(r, y) = h(y, X) et 
[h(x, r)y]x + h(X2, y)r + hWy,x)- x2h(y,r)- h(x, xXyr)- h(X2, yx) = 0. 
Done, pour une algbbre commutative A, la dupliquee commutative D(A) est 
de Jordan si et seulement si la sous-algebre A” est de Jordan, cp(x, y) = cp(y, X) 
et qo(x2y,x)= (p(x2,yx), quels que soient x,y dans A2. 
Soit K un corps commutatif de caracteristique differente de 2. Une 
K-algebre de Bernstein (A, w) est dite triviale si N2 = 0, oh N = Ker(w). Si 
A = Ke@Bu@V est la decomposition de Peirce de A relative B un idempotent 
e, la table de multiplication de A s’ecrit e2 = e, eu = & pour tout u dans U, 
les autres produits &ant nuls. L’algbbre A2 = Ke@U est une algebre 
ekmentaire, i.e., elle verifie xy = i[w(x)y + w(y)x] quels que soient x, y 
dans A’. Soient r et y dans A’. On a x2 =&X)X et x2(yr)=(r2y)r, done 
A2 est de Jordan. De mCme cp(x, y) = cp(y, x) et cp(x2y, x) = (p(x2, yx), quels 
que soient x, y dans A2, d’ou la proposition suivante: 
PROPOSITION 4.3. La dupliquke commutative de toute algabre de 
Bernstein triviale est une algBbre de Jordan. 
I1 existe des algbbres de Jordan dont la dupliquee n’est pas de Jordan 
[exemple: l’algbbre zygotique Z(n + 1,2)]. I1 existe aussi des algebres qui ne 
sont pas de Jordan mais dont la dupliquee est de Jordan. 
EXEMPLE 4.4. Soient K un corps commutatif de caracteristique diffe- 
rente de 2 et A = Ke@U@V une algebre de Bernstein vkifiant U2 = 0 et 
V2 + 0. Alors A n’est pas de Jordan, sinon on aurait V2 = 0 (cf. [12, lemme 
6.2.31). La sous-algebre A ’ = Ke @ U est une algebre Clementaire, done aussi 
de Jordan. De r2 = w(x)x, pour tout x dans A2 et du fait que cp est 
bilineaire symetrique, il vient que cp(x2y, x) = 9(x’, yx), quels que soient 
x, y dans A2. Done D(A) est une algebre de Jordan. 
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5. DERIVATIONS 
Soient K un anneau commutatif a 6kment unite, A une K-algebre 
commutative et D(A) sa dupliquee commutative. On sait que pour tout 
morphisme K + L d’anneaux commutatifs a element unite, il existe un 
isomorphisme de L-algebres D(A) BK L = D(A& L) et, en particulier, pour 
tout idkal premier p de K, un isomorphisme de K,-algebres D(A), = D(A,). 
De m&me, on a un isomorphisme de L-algebres A”BK L = (AC+ L)” et pour 
tout ideal premier M de K, un isomorphisme de K,-algebres (A”), = (A,)‘. 
La suite exacte de K-modules 0 * N(A) + D(A) + A2 + 0 nous foumit une 
suite exacte de K,-modules 0 + N(A,) + D(A,) -+ (A,)” + 0 pour tout 
ideal premier p de K. En particulier, si A” est K-projectif, le scindage 
D(A) = A2 X N(A) 
s.d. 
nous foumit un scindage 
D(A,) = (A,)’ s2, N(4) 
pour tout ideal premier p de K. 
Comme la dupliquee dune zero-algebre est une zero-algebre on sup- 
posera, par la suite, que I’on a toujours A2 # 0. 
LEMME 5.1. Soient K un anneau commutati,f ci e’le’ment unite’ et A une 
K-algt?bre commutative telle que A” soit un K-module projectif. Alors 
Ann( D(A)) = N(A) et pour toute K-dkrivation d de D(A), d(N(A)) _C N(A). 
En effet, la condition D(A)N(A) = 0 entrdne, sans autre hypothese, que 
N(A) E Ann(L)(A)). Reciproquement, supposons que A2 soit un K-module 
projectif done, par localisation, que A2 soit libre et soit (e,) une base de A” 
sur K. Si x * y est dans Ann(D(A)) 1 a ors xy = Ciaiei (somme Rnie) oii les (Yi 
sont dans K. Or, on sait que pour tout element x’. y’ dans D(A) on a 
(x-y)(x’.y’)=xy*x’y’=Odoncpourtoutindicej, xy.ej=Ciaie,.ej=Oce 
qui entrame que (Y~ = 0 pour tout i. Ceci nous montre que x. y est dans 
N(A) d’oti l’inclusion Ann( D(A)) c N(A). Finalement, si x. y est dans N(A), 
pour tout element x’- y’ dans D(A) et pour toute K-derivation d de D(A) 
on a O=d((x~yXx’.y’))=d(x~yXx’~y’)+(x~y)d(x’~y’)=d(r~yXx’~y’) 
done d(x * y) est dans Ann( D(A)) = N(A). Le lemme est d&montrC. 
Pour toute K-derivation d de A, on note 2: D(A) + D(A) l’application 
L 
K-lineaire d&rue par r. y H d(x)* y + x. d(y). 11 est clair que d est une 
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K-derivation de D(A) et que l’application K-lineaire $ : Der,(A) -+ 
DerK(D(A)) definie par d * d est un morphisme d’algebres de Lie. 
LEMME 5.2. Soient K un anneau commutatif h &nent unite’ et A une 
K-algBbre commutative telle que A2 soit un K-module projectif. Alors: 
(i) Pour toute K-d&rivation d de D(A) l’application K-linkaire compostfe 
&d)=II.odOv:A” --f A’ est une K-dh-ivation de A2. De plus, l’application 
K-lintfaire rr : Der,( D(A)) + Der,(A2) est un morphisme surjectif d’alg8bres 
de Lie. 
(ii) Pour toute K-dtkivation d de A, on a I = d( p. 
En effet, quels que soient les elements x,y dans A” on a r(d)(ry> = 
~CL(d(77(Xy)))=CL(d(q(Ty)- rl(x)q(y)))+CL(d(77(X)77(y)))=CL(d(77(3C))77ty) 
+ ~(x)d(rl(yN) = r(dXx)y + 4dXy). P our montrer que rr est un mor- 
phisme d’algebres de Lie il suffrt de montrer que quelles que soient les 
derivations d,d’ de D(A) on a r(d)0 rr(d’)= r(d 0 d’). Or, pour tout 
x = C,xixy dans A2 on peut prendre q(x) = CixI.rE’ done r(dXr(d’)(x)) = 
4d)(/.4d’(Cixi.xI)))) et si l’on pose d’(C,xI*xl)= Cjyj.yy alors 
=pod( CY;.yj’)=~odod’(Cr~.~r) 
j i 
La surjectivite de rr decoule de [lo, lemme 6.1.51. 
Pour ce qui est de (ii), notons que pour toute K-derivation d de A et 
pour tout element x = X,x; XI dans A2 on a 
T(B)(x>=jd(?-/(x)) =p”( &.x;) 
I 
= CE.L(d(x:).x;+r:.d(x:‘)) 
= C[d(x;)x;+x;d(s;)] =d(&jx:]=d(r). 
I ’ i I 
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COROLLAIRE 5.3. Soient K un anneau commutattf 2 &%nent unite’ et A 
une K-alg2bre commutative telle que le K-module A2 soit projectaf Si A = A2 
le morphism d’alg&res de Lie $ : Der,(A) + Der,( D(A)) est injectif. 
Ceci est une consbquence immkdiate de la condition (ii) du lemme 5.2. 
TH$O&ME 5.4. Soient K un anneau commutatif ci &ment unite’ et A une 
K-alg&bre commutative telle que le K-module A2 soit projectaf. Si A = A’, le 
morphisme d’alg&res de Lie JI :Der,(A) -+ DerK( D(A)) est un isomor- 
phisme. 
En effet, on a le diagramme commutatif 
DerdD(A)) -k Der,( A2) 
*I / 
Der,(A) 
oii Der,(A) + Der,(A’>, d e dl*z est le morphisme de restriction. Si A = A2 
on a T 0 t+b = id et montrons que l’on a aussi I/I 0 TT = id. En effet, pour toute 
K-dbivation d de D(A) et quels que soient les Gments x = Cix[xr et 
y=Xjyjy,!‘dans A’=Aona 
+odd)(x.y) = x-44(y) + 44(x)-y 
=d(x.y). 
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REM~aouns 5.5. 
(i) Le thkoreme 5.4 est demontre dans la litterature sous differentes 
hypotheses. Dans [5], l’huteur le demontre pour une algebre commutative 
sur un corps de caracteristique differente de 2 et dans [9, theoreme 2.1.11, les 
Auteurs le demontrent en supposant que l’algebre soit un module plat sur un 
anneau commutatif a element unite dans lequel l’homothetie definie par 2 est 
injective. Plus recemment, dans [13, proposition], l’huteur montre que sur un 
anneau commutatif K a element unite, si A est une K-algebre verifiant la_ 
condition A2 = A, l’application K-lineaire Der,(A) -+ DerK(D(A)), d e d 
est un isomorphisme d’algebres de Lie si et seulement si, pour toute 
derivation d de D(A) on a d(N(A)) c N(A). Or, le theoreme 5.4, nous dit 
que, pour cela, il suBit que Ie K-module A2 soit projectif ce qui est toujours 
le cas si K est un corps. Par consequent l’hypothese que A a un idempotent 
est super-flue dans [13, corollaire]. Nous avions deja obtenu l’essentiel des 
resultats du $5 dans [lo, theoreme 6.1.61 par une methode differente de celle 
suivie ici. 
(ii) Disons enfin que le theoreme 4.2 est la version, en dimension 
quelconque, du thkor&me 2 de [2]. En effet, si A est une algiibre non 
necessairement commutative de dimension 2 sur un corps K avec la table de 
multiplication dans une base (u,,u,} don&e par uiuj = oij,ul + oijaua avec 
czijl + cyijz = 0 alors uiuj = oijl(u, - u,), i.e., la sous-K-algebre A2 est de 
dimension < 1. Done D(A) est associative. 
L’exemple suivant nous montre que la condition A2 = A est essentielle. 
EXEMPLE 5.6. Soient K un corps commutatif de caracteristique diffe- 
rente de 2 et (A, w) une K-algebre de Bernstein triviale de type (l+ r, s). 
On sait que 
Da-,( A) = K' X M,( K) x M,y( K) 
s.d. 
06 M,(K) est l’algbbre de Lie des matrices t X t a coeffkients dans K. On 
suppose que s > 1 sinon on aurait A = G(n,2), l’algebre elementaire de 
dimension n=l+r+s sur K et A2=A. On a 
A”=G(l+r,2) et Der,(A”) =K’ X M,(K). 
s.d. 
Si (e,, . . . , e,} est la base canonique de A sur K avec e: = e,, 1 elei = zei, 
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i = 2,..., r + 1, les autres produits &ant nuls, la base correspondante dans 
D(A) est {er ,..., e,,,, e,,.+a ,..., e,,,,ez2,.. .,eij,. ..,e,,,,) (2 ,( i <j < n), avec 
pour table de multiplication ef = e,, elei = +ei, eiej = ejei = +eij, 2 Q i Q j 
< T + 1, les autres produits etant nuls. Les eIk (r $2 < k ,< n) et eij (2 < i < 
j < n) forment une base de N(A). Par consequent dimK N(A) = s + n(n - 
1)/2 et cp a pour valeurs, cp(ei,ej) = ‘p(ej, e,) = +eij (2 < i <j Q r + 1) et 
cp(e,, el) = 0 pour tout autre couple d’entiers (k, 1). Les calculs nous mon- 
trent que les K-derivations de D(A) sont les applications K-lineaires 
d: D(A) + D(A) definies par 
r+l r+l 
d(el) = c Nkeka d(ei) = C (Pkiek + +akeik), 
k=2 k=2 
r+l 
dteij) = c (Pkiekj + Pkjeki)> pour 2<i<j<r+l 
k=2 
et 
pour tout autre couple d’entiers (p,q), oil les paramittres ok, Pki, Yk[+, et 
P,,<!,~ sont dans K. Done I’algebre de Lie Der,(D(A)) est de dimension 
En particulier, pour rr = 3, r = s = 1, on a les isomorphismes de 
vectoriels Der,(D(A)) = Kz4, Der,(A) = K3 et Der,(A”) = K”. 
6. NOTE SUR LES AUTOMORPHISMES 
K-espaces 
Les resultats obtenus dans Ie paragraphe precedent concernant les 
derivations restent encore vrais, mutatis mutandis, pour les automorphismes. 
Ainsi, a titre d’exemple, nous allons donner, pour les automorphismes, le 
correspondant du theoreme 5.4. 
THBOR~ME 6.1. Soient K un anneau commutatay h &nent unite’ et A une 
K-algdbre commutative telle que le K-module A2 soit projectif. Si A = A” le 
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rrwrphisme de groupes Am,(A) + Aut,( D(A)), u c, 6 sic 6(x. y) = 
a(x).a(y> quels que soient x, y dans A, est un isomorphisme. 
7. NOTE SUR LE FONCTEUR D 
Soient K un anneau commutatif a element unite et A et B deux 
K-algebres. I1 est clair que si D(A) est isomor-phe a D(B), les sous-algebres 
A” et B” sont isomorphes mais A et B peuvent ne pas l’ctre. En effet, soient 
K un corps commutatif de caracteristique differente de 2, A et B deux 
K-algebres de Bernstein dont les tables de multiplication dans une base 
{e,e,, e,] sont donnees respectivement par e2 = e, ee, = ie,, les autres 
produits &ant nuls et e2 = e, ee, = ie,, ei = e,, les autres produits &ant 
nuls. On voit aisement que les sous-algebres A” et B2 sont isomorphes. Les 
tables de multiplication de D(A) et D(B), dans la base {e * e, e. e,, 
e.e2,el.e1,el.e2,e2.e~} sont don&es respectivement par (e-e)‘= e.e, 
(e*e)(e*e,) = +e.e,, (e*e,)” = $e,*e,, les autres produits &ant nuls et 
(e*e)” = e.e, (e.eXe.e,)=de*e,, (e.e)(e,.e,)= e.e,, (e*e,)” =$e,*e,, 
(e.e,)(e,.e,)=~e,.e,, (e;e,)” = e,.e,, les autres produits etant nuls. Si 
l’on remplace (changement de base) dans la base de D(B) le vecteur ea. e, 
par e2. e2 - 2 e . e 1 on voit immediatement que les dupliquees D(A) et D(B) 
sont isomorphes. Neanmoins, les algebres A et B ne le sont pas. En effet, la 
K-algebre A est de Jordan tandis que la K-algebre B ne lest pas, car sinon 
on aurait V2 = 0 air V = Ke, (cf. [12]), d one A et B ne sont pas isomorphes. 
Ceci nous montre, en particulier, que le foncteur duplication D n’est pas 
pleinement fiddle. 
On a aussi un exemple dune algebre, en occurrence B, qui n’est pas de 
Jordan mais dont la dupliquee D(B) est de Jordan (cf. proposition 4.3). 
8. NOTE SUR LA DUPLIQUEE 
Comme nous l’a bien fait remarquer le Referee, il existe des resultats 
valables pour la dupliquee non commutative qui ne le sont pas pour la 
dupliquee commutative. Par exemple, il existe un isomorphisme de K- 
algbbres, oii K est un anneau commutatif a Clement unite, entre la dupliquee 
non commutative du produit tensoriel de deux K-algkbres A et B et le 
produit tensoriel des dupliquees non commutatives D(A) et D(B) de A et B 
respectivement, i.e., D(Am3, B) = D(A) @Jo D(B), isomorphisme de K- 
algebres. 
Or, cet isomorphisme n’est pas, en g&r&al, vrai pour la dupliquee 
commutative. Nous montrerons, par la suite, que pour la dupliquke commu- 
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tative, il existe un morphisme surjectif de K-algebres D(A@,B) + D(A)@, 
D(B) et nous donnerons une description du noyau de ce morphisme. 
On rappelle, tout d’abord, que si A et B sont deux K-algebres, le 
K-module A@,B est muni d’une structure naturelle de K-algbbre, l’algkbre 
produit tensoriel, a savoir, (x @ yXx’@ y’) = rz’@ yy’, quels que soient r, x’, 
dans A et y, y’ dans B. La seconde puissance symetrique S:(A) est ici 
munie de sa structure d’algebre dupliquee commutative de la K-algebre A, 
pour toute K-algebre A. 
L’application (A X B)X(A X B) + Si(A)@KSi(B) d&me par 
est K-lineaire en chaque variable done elle induit une application K-bilineaire 
symetrique 
(AB,B)X(AC~~B)+S;(A)@&(B) 
definie par 
(rsy,r’@y’)-,(x*x’)@(y-y’) 
et, par suite, une application K-linkaire unique 
q:S;(A@,B) -+(A)@&(B) 
rendant commutatif le diagramme: 
De plus, cp est une application K-lineaire surjective car elle v&Se 
cpG@y).Cr’@y’))=( x-x’)@(y-y’), quels que soient x,x’ dans A et y,y’ 
dans B. Finalement, cp est un morphisme de K-algebres pour les structures 
d’algebre dupliquee sur Si(A@,B) et d’algebre produit tensoriel de 
Si(A)@,Si(B). I1 s’en suit (cf. [4, chapitre II, $3, No. 6, corollaire 1 de la 
proposition 61) que Ker(cp) est I’idCal de Si(AO,B) engendre par les 
elements de la forme (x8 y)*(x’@ y’)-_(x@ y’).(x’@ y) pour x,x’ parcourant 
A et y, y’ parcourant B et ce noyau n’est pas, en general, nul. 
Supposons, par exemple, que A et B soient des K-algebres libres de 
bases {ei, . . ..eJ et (f,,...,f,l res ec ivement. P t Une base de Si(A@,B) est 
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formee par les vecteurs (ei@‘fk).(ej8fi) avec 1 <i < j f m et quels que 
soient les indices k, 1 dans I’ensemble (1,. . . , n} plus les vecteurs (ei@fk)* 
(ei@ji> pour i=l,..., m et 1~ k 6 1~ n et le noyau de cp est l’ideal de 
Sz(AB,B) engendre par les vecteurs (ei~,f,).(ej~f,>-(e,efi).<ej~,fk> 
pour 1~ i < j < m et 1~ k < Z< n, c’est a dire, au total $mn (m - 1Xn - 1) 
generateurs libres. Dans ce cas, il existe un isomorphisme de K-modules 
libres Si(A@,,B) = [S~(A)B~S~(B)]@ Ker(cp) et, en general, Ker(cp) # 0. 
Par exemple, si m = n = 2, Ker(cp) est engendre par le vecteur (e,@fr). 
(e,B~~)-_(e,~f,).(e,~~,). 
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